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Figura 1. Voca froctolo
(2006), de Gabor Csordas

si Gabor Papp.

sd formalizeze concepte precum infinit, curbe continue gi dimensiune,
gi explorAnd aceasti terra incognita au dat peste dragoni ;i alte
creaturi fantastice. Mulli dintre acegti,,mongtri geometrici", a;a cum
i-a numit marele matematician Henri Poincar6, dupi ce ;i-au finalizat
misiunea, au cizut practic in uitare. Pulinii care au rimas in textele
moderne de matematicd gi fizici sunt exemple patologice. PAni cAnd,

la mijlocul secolului XX, Benoit Mandelbrot i-a trezit din letargie
pentru a intemeia geometria fractali.

A;adaq, daci vrem sI povestim despre na$terea fractalilor la sfAr-
gitul secolului al XIX-lea, trebuie sd avem in vedere cI acest concept
nu exista inci gi cd diferifii exploratori ai acelei terra incognita cdutau
mongtri din motive diferite. Dupi acest avertisment, putem ince-
pe cf,lStoria noastrd speciali cu primii exploratori gi descoperirile
lor monstruoase.

Fracta I i i

Multimea luiCantor

,,Mu$imea lui Cantor poat

<<cu multe lacune

(adicd fiecare din pd

Mullimea Iui Canto:

laimosul matematic,-'

Cantor (1845-1918'

zentat-o drept exem'-

samblu de propriet.i
in realitate, ader at'-:

Henry john Stephe
profesor de geomet:

construit-o in 1875

Mullimea lur Ca:

fractal despre c? r':

Pentru a-l genera g.
cum urmeazd: sepa:-.

segment de mirlnte
cum se arata in figLrt. ,

in trei subsegmente

gem pe cel central
inchise rdmase:

Srr =

(foliafii, teoria fi

0 !
3

Aga obqinem mult.

ligurd. Repetind se1'

tru fiecare dintre a.
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gi ;tergAnd din nou fragmentul central al fiecdruia dintre ele, obginem

cele patru intervale urmitoare ln = 2 in figura 4) :

Szr: 5,, s"- E

toate de lungime 1/9.
Privim cu atenlie girul lungimilor: incepem cu un segment Ss de

lungime 1 ;i, dupd divizare ;i gtergere, avem doul segmente, 511 gi S12,

fiecare de lungime 7/3. La pasul numirul 2, aveam 22 = 4 segmente

(Szt, ..., S2a) de lungime 1Rz = L/9 fiecare. Daci repetlm procesul de

divizare in trei subsegmente egale gi il gtergem pe cel central, la pa-

sul n avem 2n intervale inchise (Sn, Snz, ..., Snzr), fiecare dintre ele de

lungime 1/3'.

[;,+]l',;]
27
i'g -:[3'']

InregistrAnd girul I

respectivele lor lungin

Iteratie

2

0

ln
Tabelul 1.

Lungimea totali a
ca n si tindd spre infir

o 

- 

t/3 ztl- 1

0i-

0

1 n=0

n=l

I r n=Z
12 +_+_+_+-
3927t

Autosimilitudine

Figura 4. Primele trei iteraliiale construc!iei mu timii luiCantor pornind de la un

segment de lungime I sl un lndiciu vrzual al autosimilaritatiisale: dacainmultim
cele patru segmente din st6nga cu 3 in iteratia n = 3, recuperam construc!ia
corlpitrta a iteratiei anLe' oa'e.

Dupd pagi infinifi, vom obline submulgimea numerelor reale pe

care le numim ,,multimea lui Cantor sau praful lui Cantor" gi pe care,

pentru scurti durati, o vom denumi incepAnd de acum ,,C".

A;a cum a sublL:t-

put,Cesteomulttttt.
ei este zero". Dat' ap.

rdmAne ceva sau t-tt-.1

zero. Observim ca t::
punctele finale. Car:-:

de exemplu, se past:'

gters. A;adar, capetc:

concluziona ci mrtlt:t
precum 0,L,1,f3,2 3'

10 Fracta ii

a 3t*
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a,

eliminim in acelagi mor

ternard cifra l- in a doue

Dupi o iteralie infiniti,
cifra 1in nicio pozlfie a

tuit din toate zecimalel

alcltuit din combinaqii

Sunt ele mai mult s

care am vorbit mai der

consecutive 0 sau 2 de la

cum ar fi: 0,020 022 000

1/4. Aceasti valoare nu

eliminate [4 nu este o I
consti exclusiv din cifrel

nu este sfArgitul unui in

Dacf, mullimea lui (

treme despre care vorl

putem enumera iterali
tea. Putem aPoi enume

urmi, c6te puncte exis

seamni a spune cAte v:

a utiliza cifra 1. Si folo

tem toate numerele rei

nar5. in acest caz, cifrel

intre aceastl mullime
cifra 1. Este suficient t

prin metoda inlocuirii
numai ci rimAn Punct
a anticipat Marta Macl

seta ,,Cu cAt este egal C

Mullimea lui Cantt

caracteristicS a fracta

punct x in C poate fi
+ a2.3-2 + a3' 3-3J..., un

,-r 10n

unde cifrele anpotfi: 0, 1, ..., B sau f .inbazaternari cifrele a, pot fi 0,

1 sau 2 qi putem reprezenta un numir x din intervalul [0, 1] ca:

,:I

,=I*an

n=t3n

in acest fel, numirul zecimal7 /3 = 0,333... in bazi ternari se scrie,
pur gi simplu, ca0,\; gi2/3 = 0,666... ca0,2. Relinefi ci notalia zeci-
mali este ambigui pentru anumite valori; acesta este cazul lui 1/10,
care poate fi exprimat ca 0,1- sau 0,0999... Acelagi lucru se intAmpli
in notalia ternari: 0,L = 0,0222... Notalia ternari este convenabild
in contextul nostru, deoarece ne permite si determindm foarte ugor
apartenenfa unui numdr la intervalele pe care le eliminim. De exem-
plu,la pasul n = 1, creim trei subintervale. Toate numerele subinter-
valului 10,7/31au ca primi zecimal5 un 0 in notalie ternard [inclusiv
capdtul L/3 pe care in ternar il putem reprezenta ct 0,0222... aga

cum am comentat). Toate numerele din intervalul [1/3, 2/3) au ca

primi zecimali un l- in notalie ternari gi 2 cele din intervalulf2/3,11,
inclusiv valoarea extremi 1 a cirei reprezentare ternard poate fi
scrisi ca 0,222... Agadaq, atunci cAnd gtergem subintervalul central

{1,/3,2/3), elimindm toate acele puncte din [0, 1] care au cifra 1

ca primi zecimali in reprezentarea lor ternarS. in a doua iteralie,

tt Fractal ii

Existd mai multe puncte in C decAt extremele segmentelor gterse?

Ei bine, impotriva intuiliei noastre, rdspunsul este da. Si folosim pentru
a demonstra reprezentarea numerelor reale inbaza 3, notalia ternard
in locul zecimalului. in sistemul zecimal, atunci cAnd scriem 0,238,
inseamnd: 2 x L0-1+ J x lg-z + B x 10-3. Putem exprima expansiunea

zecimali a oricirui numf,r x al intervalului [0, 1] ca:

fF

&
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CU CAT ESTE EG

C a fost construit de

me compactd nevidi
timp, densd tt/ai tAn,

caracteristici sunt hc'

pologic. Cantor a c.e

masurd zero care. in

era identic cu cel al r.

topologi: este cornpit

Dacd tot ce ati '

surpringi de rezultari

apa(inAnd luiC. Dac

intervalul [0,1]am oc
toate perechile posic

da C + C? Dacd adi
arbitrar gi tot din C. '',

Amintim cd atAi r

lor ternare, Cu toate :

avea gi 1 in expansiu,

asta inseamnd cd z c

mod surprinzdtor, C -

Figura 5. Dupd cum se vede in imagine, f iecare punct al multimii lul Cantor este
determinat si localizat de o cale inf inita intr un copac binar, unde se misca la dreapta
sau la stangain functie de segmentu pe carei e iminbm. Daca reprezentdm ca ea ca

o bandd de cifre, ln care 0 inseamna spre st6nga gi 2 spre dreapta, obtinem valoarea
numaru ui din baza 3. Daca pentru f iecare numar din C din notatia ternare schimbam
cifrele 0 sl 2 cu 0 9i 1 si apoi lnterpretam numdru in notatie binard, vom fi creat
o bilectieintre puncte e lui C sifiecare dintre punctele interva ului[0, l].

Putem gisi pentru fiecare x o valoare din C in intervalul 10, L/31
pur gi simplu impirlind la 3: x : ar. 3-L + a2. 3-2 + a3 . 3-3 + ..., pentru
a face acest lucru, pur gi simplu addugali un 0 gi deplasali toate cifrele.
Agada4 daci inmulgim cu 3 toate punctele din C in [0, 1/3], recuperdm
toate elementele C din [0, 1]. in acelasi mod, dacd luim punctele lui
C din intervalul [0, 1/3nl gi il extindem de 3, ori, vom obfine din nou
mulflmea lui Cantor. De fapt, din oricare dintre subintervale, oricAt de

mici ar fi, putem prelua C multiplicAnd corespunzdtor. Precum explica
Marta Macho,,,Fiecare dintre pirfile sale, observate cu o lupd adecvati,
reproduc intr-un anumit sens intregul total". in fiecare parte a mullimii
C este conlinutd informalia intregului.

14 Fracta ii

laj,l

B:



9tLel LU SOlne..ro .rlsuoLu e lBrlsaq un

[l O] = C + C .ro]Ezurd;ns poL-u

uj '.repl?sv Il O] tn eAre]u u p lPLUnu ect.ro rt eleod z Pc PUUEoSUJ E]sE

.rEC 'e olE cnpo-ld Z + Z eleLuns oceleoep 'ES Boun suedxe uJ L ls EoAE

eleod z lnjqLunu 'rq + rrE 
= "c oce]Eoep 'EelsecE elEo] nc 'eleule] lo

o run suedxo u Z nES O o or+ o -teop ne ,4 s ]Ec 'x lPlE Pc Lullu l.lrv

't-.:l-.r-
---.(;.(;.( ii =

:p3 preu,re] otielou ul EoAE u.ro^ 'C ulp ]o] ls -rE.rlq.le

lcund 1e un nc C n pugutfede x lcund un uPUnpE PceQ LC + C Ep

B^ eu oc 'elui^nc e]lE n3 t,c ulQ e-reLunu ep e q sod eliqce]ed e1eol

LupunpE pcep euiqo uon eC lZ'Ol nB^rolu euiqo rue [1 3] ;n1erue1ut

uJ oreunu ep ellq sod e rqcered olEo] eunpB LUE POEC 3 n1 pugL.rfede

eroLUnu op elrqrsod -to tqce;od ro.tnln] t.rpunpe lnlellnzer ep suld-tns

ELu rs 1 ien ']epn c ored es A C atdsop 1nzq,r rie oc ]o1 PceC
plceped rs ps qcu1 'pxeuoceu 1e duoc else :6o odol

n;iuod orelugcuJo else eourinA IL 3l tnnle,tolut le lec nc ctluopt elo

nES lnlEu prEc El qe.rpLunu Ere nu dlu 1 tse ece ul 'erec o.roz PrnsPLU

ep It'O] nnle^reiu ele ereLunu ep erutinu-r o ]eel3 E ro]ueC clOolod

o] e.repen ep lcund urp eluelentLlce 'epoluooluor-l ]uns tslstlelce.tec

eisecE nc e rLU ilnuu eleo] pc ]E.llsuouep e-s 'n Lgl el psuop 'duut1

seloce ui ' s pxeuocou o ee.r .loloteLunu tL-u i nuu E Pp Aou plcedL-uoc eu
- i;nruqns o plsxe pc Erlsuotlep e n;lued rolueC ep lnllsuoc ]so+ E C

a3 + c lvcl llsl IVc n3

trur{1nu e aged aJEJar

'ple.zmape pdny o nf, ale,

eotldxa runJaJdlolezu
ap lglrJo'a1ezr-ralurqns
nou urp au{qo {rroa'-rJ

tn1 alepund ruqnl prEI

ruerednca;'[glf 'O] ut
'ala4n ateot rjeseldap

n;1uad '"' + E_t . ED 
- .

It /t 'Ol InlB ralur ur :

'[t ,0]rntnte,..

]eerc r] ,on'*rnu,r-,
ur?qL! qcs gleuiol ellet:-
eoJeolBA Lleuriqo'eldea;:

ec ealec utgluezetde.l q:e;
eldeerp e; gc6rLu os epuri -

ois0 rolueS tnl rimit,i

HN

ll

B;



Triunghiul lui Sierpinski

Figura 6. Waclaw

Fra n cisze k Sle rpi irski
(1882 r969).

,,Marele matematician polonez Waclaw Sierpifiski era ingrijorat deoarece

pierduse o volizd din bagajele sale de cdldtorie:

- Nu, dragule! - i-a spus solio sa - Toate cele ;ase valize sunt oici.

- Nu se poate, rdspunse Sierpifiski.

Le-am numdrot de mai multe ori: zero, unu, doi, trei, patru ;i cinci."

(lohn Conway gi Richard Guy in Cartea numerelctr)

M atematicianul polonez Waclaw Franciszek
Sierpiflski 1L882-L969) a publicat 50 de

cirli gi peste 700 de articole. Pe lAngi faptul
ca era prolific, interesele sale erau vaste:

topologie, teoria mulfimiloL teoria nu-

merelo4 teoria funcfiilor... El a dat primul
exemplu de numdr absolut normal gi a par-
ticipat in calitate de criptograf la rizboiul
polono-sovietic (1.91.9-7927), decriptAnd
mesaje in limba ruse. Cu toate acestea,

popularitatea sa se datoreazd crealiei a trei
fractali care ii poarte numele: triunghiul,
covorul;i curba lui Sierpifiski.

Si ce este speci;.

procesul, in trtttn c]-

gAuri. RdmAne cer a ..,

moliile in intregrme
nedecupate care ait:l
perimetrului lor st s..

roxtmare
nca

Figura 7. Primele patru in

0

Tabelul2

Sierpiriski a prezentat lumii triunghiul in 1915. Sd ne uitdm la
figura 7, delapagina 17. incepem [itera]ie n = 0) de la suprafala unui
triunghi echilateral cu latura de lungime f. in continuare [iterafia
n = 1), luim mijlocul fieclrei laturi ;i construim din ele un nou
triunghi echilateral inversat cu latura 7/2. il decupim gi oblinem
astfel al doilea triunghi din figuri cu o gaurd alb5. Acum [iteralia
n = 2), repetim procesul cu fiecare dintre cele trei triunghiuri negre

cu latura 1/2 care ne reman. Aga ci decupim, de data aceasta,

trei triunghiuri inversate cu latura l/4. Dacd repetem la infinit
procesul, oblinem fractalul clasic cunoscut sub numele de triunghiul
lui Sierpifiski.

2
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