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Capitolul 0

Un bestiar al monstrilor autosimilari

,Cdnd cartea mea Obiectele fractale, in curs de publicare, avea incd titlul de lucru

Obiecte concrete cu dimensiunea fractional3, editorul Flammarion a fost ingrozit si a cerut

ceva mai bun. Prietenii mei au fost de acord: «Ai scris despre o idee total noud. Ai dreptul - de fapt,
obligatia - de a o numi oricum doresti». Sd fie captivant. As fi putut da un sens nou

unui cuvdnt vechi, deja supraincéreat (cum ar fi catastrofd sau haos). Dar am ales

sd inventez un termen care nu a evocat in mod direct nimic din trecut. Am vrut sd transmit ideea
unei pietre sparte, a ceva neregulat si fragmentat. Studiile mele din tinerete md invdtaserd

cd latina este o limbd. Dictionarul fiului meu Laurent a confirmat cd adjectivul fractus inseamnd
«rupt» sau «spart». Din acel adjectiv am inventat cuvdntul fractal”

(Benoit Mandelbrot, 1924-2010)

Termenul fractal a fost inventat de matematicianul Benoit Mandelbrot
(1924-2010), in a doua jumitate a secolului XX. De atunci, in ciuda fap-
tului cd vorbim despre matematica moderna, popularitatea fractalilor
nu a incetat sa creascd. Vaca fractald, a designerilor Gabor Csordas
si Gabor Papp, exprima cu umor ideea populara a fractalului: vaca are
cresteri care sunt copii reduse ale ei. Aceste copii, la randul lor, prezinta
pe piele copii mai mici, care, la randul lor, sunt pline de vaci care sunt
chiar mai mici, care, la randul lor... Este o vacd, iar acea repetare a
intregului, pe multe sciri, este ideea extinsa popular despre ceea ce
este un fractal.

Intuitia populard este corectd, dar, desi notiunea de repetare la
multe sciri este primordiald, fractalii ascund multe alte secrete.
Primele figuri geometrice pe care le numim fractali astdzi au fost
create la sfarsitul secolului al XIX-lea si inceputul secolului XX, pentru
a pune sub semnul intrebarii sau a rafina intrebdrile matematice
arzitoare de la acea vreme. In acel moment, topologia revedea ele-
mentele fundamentale ale analizei; astfel, matematicienii cautau
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Figura 1. Vaca fractala
(2008), de Gabor Csordas
si Gabor Papp.

sa formalizeze concepte precum infinit, curba continu si dimensiune,
si explorand aceasta terra incognita au dat peste dragoni si alte
creaturi fantastice. Multi dintre acesti ,monstri geometrici”, asa cum
i-a numit marele matematician Henri Poincaré, dupi ce si-au finalizat
misiunea, au cazut practic in uitare. Putinii care au rimas in textele
moderne de matematica si fizicd sunt exemple patologice. PAna cand,
la mijlocul secolului XX, Benoit Mandelbrot i-a trezit din letargie
pentru a intemeia geometria fractala.

Asadar, dacd vrem sa povestim despre nasterea fractalilor la sfar-
situl secolului al XIX-lea, trebuie sa avem in vedere ci acest concept
nu exista incd si ca diferitii exploratori ai acelei terra incognita ciutau
monstri din motive diferite. Dupa acest avertisment, putem ince-
pe cdlatoria noastra speciala cu primii exploratori si descoperirile
lor monstruoase.
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Multimea lui Cantor

JMultimea Iui Cantor poate fi consideratd ca intermediara dintre punct si linie: este o multime

«cu multe lacune», de lungime zero, are la fel de multe puncte ca R, este autosimilard

(adicd fiecare din pdrtile sale, observate cu o lupd adecvatd reproduc in adevdratul sens,

intreaga multime). Este un ansamblu de utilitdti dovedite in topologie

{foliatii, teoria finalurilor), sisteme dinamice (teoria ergodicd), teoria mdsurdtorilor,

algebrd (fractii continue)... si este o sursa continud de contraexemple.”

Multimea lui Cantor isi ia numele de la
faimosul matematician german Georg F.L.P.
Cantor (1845-1918), care in 1883 a pre-
zentat-o drept exemplu topologic cu un an-
samblu de proprietati surprinzatoare. Dar,
in realitate, adevaratul sau creator a fost
Henry John Stephen Smith (1826-1883),
profesor de geometrie de la Oxford, care a
construit-o in 1875.

Multimea lui Cantor este cel mai vechi
fractal despre care stim cu certitudine.
Pentru a-1 genera geometric, procedam dupa
cum urmeazi: separam, pasul n = 0, de un
segment de marime unitard, So = [0, 1], asa
cum se arati in figura 4. impértim segmentul
in trei subsegmente de marime 1/3. il ster-
gem pe cel central si pastrdm intervalele
inchise ramase:

1 2
S, =[0, 3} S, =[3,1}

Asa obtinem multimea de la pasul n =1 din
figurd. Repetind separarea in trei pdrti pen-
tru fiecare dintre aceste doud subsegmente

{(Marta Macho Stadler, 1962)

Figura 2. Henry John
Stephen Smith
(1826-1883), creatorul
Multimii lui Cantor.

Figura 3. Georg Ferdinand
Ludwig Philipp Cantor
(1845-1918), cel care

a facut-o faimoasa

in topologie.
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si stergand din nou fragmentul central al fiecaruia dintre ele, obtinem

55

cele patru intervale urmatoare (n = 2 in figura 4):

1 21 27 8
su-fod] sue[33] sao3g] s3]

toate de lungime 1/9.

Privim cu atentie sirul lungimilor: incepem cu un segment Sy de
lungime 1 si, dupa divizare si stergere, avem doud segmente, 511 $i S12,
fiecare de lungime 1/3. La pasul numirul 2, aveam 22 = 4 segmente
(S21, .., S24) de lungime 1/3%2 = 1/9 fiecare. Daca repetdm procesul de
divizare in trei subsegmente egale si il stergem pe cel central, la pa-
sul n avem 2" intervale inchise (Sy1, Sna, -, Sn2n), fiecare dintre ele de
lungime 1/3".

0 1 n=0
0 — w3 23— 1 n=1
O:_‘.___‘__‘_“__‘-__M_d‘_‘“‘-“"—_“h“_“——‘"““—‘:.‘ ﬂ:2
e e 1
it =

Qi = o= = S n=3

Autosimilitudine

Figura 4. Primele trei iteratii ale constructiei multimii lui Cantor pornind de la un
segment de lungime 1si un indiciu vizual al autosimilaritatii sale: daca inmultim
cele patru segmente din stanga cu 3initeratian =3, recuperam constructia
completd a iteratiei anterioare.

Dupa pasi infiniti, vom obtine submultimea numerelor reale pe
care le numim ,multimea lui Cantor sau praful lui Cantor” si pe care,
pentru scurta durata, o vom denumi incepdnd de acum ,,C".
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Inregistrand sirul numarului de segmente eliminate, impreuna cu
respectivele lor lungimi in iteratii succesive, vom obtine tabelul 1.

Numar de d P L
: | Lungimea fiecarui
Iteratie segmente E=o
7 A segment eliminat
eliminate
0 0 0
1 1 | 13 |
2 2 | /3 |
3 4 127
i _ - |
n 20T 13r

Tabelul 1.
Lungimea totali a segmentelor eliminate pentru a obtine C facand
ca n s tinda spre infinit, va fi:

l+g+i+£+”_=lz z =l .L. =l-3=1
3 9 27 81 34~n-0\3 3 21 3

Asa cum a subliniat topologista Marta Macho in citatul de la ince-
put, C este o multime ,cu multe lacune”, atat de multe incat ,lungimea
ei este zero”. Dar apoi, dupi ce se sterg atat de multe intervale, mai
ridmane ceva sau nu? Matematicienii spun ca multimea C are masura
zero. Observim ci intervalele sterse sunt deschise; adica nu eliminam
punctele finale. CAnd stergem intervalul (1/3, 2/3), la pasul n = 1,
de exemplu, se pastreaza punctele 1/3 si 2/3, capetele intervalului
sters. Asadar, capetele intervalului nu sunt niciodata eliminate. Putem
concluziona ci mulfimea C nu este goald, deoarece ii apartin puncte
precum0,1,1/3,2/3,1/9,2/9 ..

Un bestiar al monstrilor autosimilari
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Existd mai multe puncte in C decit extremele segmentelor sterse?
Eibine, impotriva intuitiei noastre, raspunsul este da. Sa folosim pentru
a demonstra reprezentarea numerelor reale in baza 3, notatia ternara
in locul zecimalului. In sistemul zecimal, atunci cind scriem 0,238,
inseamna: 2 x 1071 + 3 x 1072 + 8 x 1073, Putem exprima expansiunea
zecimald a oricarui numadr x al intervalului [0, 1] ca:

0
a
X= E 1,
n=1 10”

unde cifrele a, potfi: 0, 1, .., 8 sau 9. in baza ternari cifrele a, potfiO0,
1 sau 2 si putem reprezenta un numar x din intervalul [0, 1] ca:

*
)
n=13"

In acest fel, numirul zecimal 1/3 = 0,333... in bazi ternari se scrie,
pur si simplu, ca 0,1; si 2/3 = 0,666... ca 0,2. Retineti ca notatia zeci-
mala este ambigua pentru anumite valori; acesta este cazul lui 1/10,
care poate fi exprimat ca 0,1 sau 0,0999... Acelasi lucru se intimpla
in notatia ternara: 0,1 = 0,0222... Notatia ternara este convenabili
in contextul nostru, deoarece ne permite sa determinam foarte usor
apartenenta unui numdr la intervalele pe care le eliminim. De exem-
plu, la pasul n = 1, cream trei subintervale. Toate numerele subinter-
valului [0, 1/3] au ca prima zecimala un 0 in notatie ternara (inclusiv
capdtul 1/3 pe care in ternar il putem reprezenta cu 0,0222... asa
cum am comentat). Toate numerele din intervalul (1/3, 2/3) au ca
prima zecimald un 1 n notatie ternara si 2 cele din intervalul [2/3, 1],
inclusiv valoarea extrema 1 a carei reprezentare ternara poate fi
scrisa ca 0,222... Asadar, atunci cand stergem subintervalul central
(1/3, 2/3), elimindm toate acele puncte din [0, 1] care au cifra 1
ca prima zecimald in reprezentarea lor ternari. in a doua iteratie,
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eliminim in acelasi mod toate punctele care au in reprezentarea lor
ternara cifra 1 1n a doua zecimali si asa mai departe in fiecare etapa.
Dupa o iteratie infinitd, vor supravietui doar acele puncte care nu au
cifra 1 in nicio pozitie a reprezentarii lor ternare. Adica, C este alca-
tuit din toate zecimalele ternare posibile din segmentul de unitate
alcituit din combinatii ale cifrelor a, = 0 si 2.

Sunt ele mai mult sau mai putin decit punctele extreme despre
care am vorbit mai devreme? Capetele intervalelor au infinite cifre
consecutive 0 sau 2 de la 0 anumiti pozitie. Dar exista si alte posibilitati,
cum ar fi: 0,020 022 000 222 000 022 22...de exemplu. Sa ludm numarul
1/4. Aceasta valoare nu este un punct final al unuia dintre intervalele
eliminate (4 nu este o putere a lui 3). Extinderea sa zecimala ternara
consti exclusiv din cifrele 0 si 2, dupa cum se poate calcula. Prin urmare,
nu este sfarsitul unui interval sters si nu va fi eliminat.

Dacd multimea lui Cantor ar fi fost formatd doar din valorile ex-
treme despre care vorbeam, atunci le-am putea enumera, deoarece
putem enumera iteratiile si fiecare salveaza un numar finit din aces-
tea. Putem apoi enumera toate punctele din multimea C? in cele din
urm3, cite puncte existd in C? A rispunde la aceasta intrebare in-
seamnd a spune cate valori zecimale ternare pot fi reprezentate fara
a utiliza cifra 1. Si folosim baza binara. Sa presupunem ca reprezen-
t3m toate numerele reale din intervalul [0, 1] ca zecimale in baza bi-
nari. In acest caz, cifrele pot fi doar 0 sau 1. Putem construi o bijectie
intre aceastd multime si multimea tuturor zecimalelor ternare fara
cifra 1. Este suficient si atribuiti fiecirei zecimale binare o ternara
prin metoda inlocuirii fiecdrei cifre 1 cu cifra 2 (figura 5). Deci, nu
numai ci raiman puncte, dar suma lor este nenumadrabila! Dupa cum
a anticipat Marta Macho, C ,arg la fel de multe puncte ca R” (vezi ca-
seta ,Cu cat este egal C + C?”, la pagina 15).

Multimea lui Cantor prezintd in mod clar proprietatea cea mai
caracteristica a fractalilor: autosimilaritatea. Am vdzut ca fiecare
punct x in C poate fi exprimat in notatie ternard ca x = ar’ 31+
+ay 32+ az 37%).., unde a, poate lua doar valorile 0 si 2.

Un bestiar al monstrilor autosimilari
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Figura 5. Dupa cum se vede in imagine, fiecare punct al multimiilui Cantor este
determinat si localizat de o cale infinita intr-un copac binar, unde se misca la dreapta
sau la sté&ngain functie de segmentul pe care il elimindm. Dacéa reprezentdm calea ca
0 banda de cifre, in care O inseamna spre stanga si 2 spre dreapta, obtinem valoarea
numarului din baza 3. Daca pentru fiecare numar din C din notatia ternard schimbam
cifrele 0si2 cuOsilsiapoiinterpretdm numarulin notatie binara, vom fi creat

o bijectie intre punctele lui C si fiecare dintre punctele intervalului [0, 1].

Putem gasi pentru fiecare x o valoare din C in intervalul [0, 1/3]
pur si simplu impdrtindla 3: x=a; -3 ' +a- 32 +a3- 33+ .., pentru
a face acest lucru, pur si simplu adaugati un 0 si deplasati toate cifrele.
Asadar, dacd inmultim cu 3 toate punctele din C in [0, 1/3], recuperdam
toate elementele C din [0, 1]. In acelasi mod, daci luim punctele lui
C din intervalul [0, 1/3"] si il extindem de 3" ori, vom obtine din nou
multimea lui Cantor. De fapt, din oricare dintre subintervale, oricat de
mici ar fi, putem prelua C multiplicdnd corespunzitor. Precum explica
Marta Macho, ,Fiecare dintre partile sale, observate cu o lupa adecvati,
reproduc intr-un anumit sens Intregul total”. In fiecare parte a multimii
C este continutd informatia intregului.

Fractalii
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CUCATESTEEGAL C+C?

C a fost construit de Cantor pentru a demonstra ca exista o submulti-
me compacta nevida a multimii numerelor reale neconexa si, in acelasi
timp, densa. Mai tarziu, s-a demonstrat c& toate multimile cu aceste
caracteristicl sunt homeomorfe, echivalente din punct de vedere to-
pologic. Cantor a creat o multime de numere ale intervalului {0,1] de
masurd zero care, in acelasi imp, nu era numéarablld, cardinalul sau
era identic cu cel al intervalului [0, 1], Multimea este o incantare pentru
topolegi: este complet neconexa, inchisa si perfecta.

Daca tot ce ati vazut despre C vi se pare ciudat, vell fi si mal
surpringi de rezultatul adunaril tuturor perechilor posibile de numere
apartinand lui C. Daca am aduna toate perechile posibile de numere i
intervalul [0,1] am obtine intervalul [0,2]. Ce vom obtine daca adunam
toate perechile posibile de numere din C7 Cu alte cuvinte, ce ne va
da C + C? Dacd adunam un punct x apartinand Iui G cu un alt punct
arbitrar i tot din C, vom avea n notatie ternard ca:

o0

> 3,-, o0 b : oa c”
3:x+5'=z —+Z == =
7137 13

= n=1 r

Amintim ca atat x, cat si y au doar cifrele O sau 2 In expansiunile
lor ternare. Cu toate acestea, deoarece ¢, = a, + b, NUMAarul z poate
avea si 11n expansiunea sa, decarace sumele 2 + 2 produc altele. Dar
asta inseamnd ¢ z poate fi orice numar din intervalul [0,1]. Asadar, n
mod surprinzator, G + C = [0,1].

Un bestiar al monstrilor autosimilari 15
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Triunghiul lui Sierpinski

Figura 6. Wactaw
Franciszek Sierpinski
(1882-19639).

,Marele matematician polonez Wactaw Sierpisiski era ingrijorat deoarece

pierduse o valizd din bagajele sale de cdldtorie:

— Nu, dragule! - i-a spus sotia sa - Toate cele sase valize sunt aici.
— Nu se poate, rdspunse Sierpiriski.

Le-am numdrat de mai multe ori: zero, unu, doi, trei, patru si cinci.”
(John Conway si Richard Guy in Cartea numerelor)

Matematicianul polonez Wactaw Franciszek
Sierpinski (1882-1969) a publicat 50 de
carti si peste 700 de articole. Pe langa faptul
ca era prolific, interesele sale erau vaste:
topologie, teoria multimilor, teoria nu-
merelor, teoria functiilor... El a dat primul
exemplu de numar absolut normal si a par-
ticipat in calitate de criptograf la razboiul
polono-sovietic (1919-1921), decriptand
mesaje in limba rusd. Cu toate acestea,
popularitatea sa se datoreaza creatiei a trei
fractali care ii poartd numele: triunghiul,
covorul si curba lui Sierpinski.

Sierpinski a prezentat lumii triunghiul in 1915. S3 ne uitam la
figura 7, de la pagina 17. Incepem (iteratie n = 0) de la suprafata unui
triunghi echilateral cu latura de lungime 1. In continuare (iteratia

n = 1), luam mijlocul fiecarei laturi si construim din ele un nou
triunghi echilateral inversat cu latura 1/2. Il decupim si obtinem
astfel al doilea triunghi din figura cu o gaura alba. Acum (iteratia
n = 2), repetam procesul cu fiecare dintre cele trei triunghiuri negre
cu latura 1/2 care ne raman. Asa ca decupdm, de data aceasta,

trei triunghiuri inversate cu latura 1/4. Dacad repetdm la infinit

procesul, obtinem fractalul clasic cunoscut sub numele de triunghiul

lui Sierpinski.
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